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Point 考察 2 球 の 中心 の 場所 の 特定

立体図形 では A
0 儿

D

AB
.

CD の 中点 を M . N とすると
A

高 さや 球 の 中心 などQ
27 の 合同 な 四面体 にわかれる

特別 な 点 を 含 むように 卵 断 する
～～

C
B ( 手前 ε 奥 ]

対称性 の利用

賓
*

*

"
バ) .

の 2 3 を 利用 する 。

A ① 対称性 見っをけてて
切断 して

計算を 始 める 前 に 考察する : と ( 下準備) ～
nnnn

なんか合同 べ: 球の 中心 を 特定 する
。

考察 Λ 金同 の 証明 紐

OABC R O ABD に 7 いて L [ 1
よって 球 の 中心 はDABN面上にあるを含 む

[ D

二 =

O 0
。 同様 にOCDM で 切断 した 場合 も

A B A 凸
( 上 ε 下 )

COSLACB = COSLADB り m
mnm

.

. ( ) [

… [ 1 引 1
2 つの 合同 な 四面体 にわかれる

∠ ACB : ∠ ADB … ( Al ×でシ= 等辺三角形 なので 底角 が 等いどちらも

< CAB : LCBA{ < DAB : LDBA
B

よって 球 の 中心 は δ 平面よにあるを含 むCDM
( A ) [ B ) と . ≡角形 の 内角 の 和1はであることから

実際の 答案 では
< CAB = LCBA LDAB :LDBA (E )

ここま
こ 以上 より
球 の 中心 は OABN 上 にありか ? δ CDM 上 にあるため

。 AB が共通 で ( C ) が 成定 するの 球 の 中心 は δABNEOCDM の 交線上 にある
。

7 辺 とその 両端 の 角 が 等 しのぞ .
OABC : OABD
.

補 2 平面 の 共有点 は 直線 となる

よ 。 て AC = BCAD -BG

A

!。回 にな r"
リ …×

次に 対称性 を 利用 して

邰 考察 を進 める
。

交線 という
B

δABNEOCDM の 交線 は 直線 MN である

A

ー* 線
C

B

よ。 て 球 の 中 心 は 線分 UN 上 にある ～
～

～～

球 の 中心 の 場所 が

かなり 特定 された
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A

考察 3 高 さの 特定 ( 1 ) AC = 9C とおく のE
0

δ ABC に 余定理 を 用 い
1 [ C

一般 に X 0 4

ニ 等辺 三角形 によいて
奶 y

:

9 C' * 9c
= 2 × のCx 9C × 5

学4
B COSLAC 13 :

5

∴ C? : ☆ 9C = ☆
頂角 × の = 等分線 は

底辺 中点とで 直交 する Y
八 てい

Z siu
'

θ e los
'

θ= Λ より COSLACB = 4から
A

} a

らのC

C

0
1 DSn ∠ ACB : 1 -)^ : なので 3 : 4 : 5 の 直角 を 私用 Y 40c 《

OABCEOABD も

∴ 1 3

にも 求められる
。

o

e

}

二等辺三角形 なの OABC = I × のCx の ( × 引 B

9C [ 3 ) :7 より 9C =
L

CIULAB
,

DMLAB ch ÷ 王 × え
☆

×
5

δ ABCz × 5 x 39 C = 学 . 5 × 3 ×To =

π

よ
。 て AB 人平面 CD である

。

B
= ⑪

1,

B 考

以上 から LABC を底面 とみなしたとき
0

D から 下 3 した 垂線 の 足 H は M

線 ( M直 さにある 。
'

y
これでの ABC に 対 する 高 さが 特定 された

。

二等辺三角形 なの ∴∴
∴

*
…脱邃DM = [ M の 長 さは

同様になよ、

OACD と O BCD は

ANICD
.

BNLCD
B

Bよ CD 人平面 ABN と 示 して
B

んを底面 とみなしたときBCD の 高さが

から [ . 了 した 垂線 の足 さであると 特定 できるが OABC において OABC =

S
. AB × CM より

/( ^ ) で σABC の 面 積 を 求 めるためこちは 用 いる 優先位 は 低 い
。

三平方 の 定理 より 3
= x IxCMs平

CM : ☆ ) -(
)

~ = CM 沅 でも 所

長 くなりましたが D
考

立体図形 の 問題では 以上 のようなことを 調 べられる ←なると
良 です 。

( 頻出 の 解法です ) ～
～

まだ DH を 特定 するのに

い"～～～.

(Mipu : I'k

で . がが …(～ツ右 上 から 思考 のプロセスに 従 ～
～

～～～w
よて 、未使用 の 条 である「 球 に内接

するを利び解法を 解説 します
。 ) 球の 中心 は考察③ から MN上 にある 。

EABN において MN を含 む 角形
mummm～
A

!
OAEOB は 球 の 半経

m
ii 短 1

O N
なのでOA = OB =1

1 OOAB は 正三角形 で

し OA : AM : MO = 2 : 7 : 3
β

B なので OM主

1
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OCDM において← これも UN を 含 む
munnw

3 D
A D

考察 3 より

王 y Z
CD 上 平面 ABIN なので

β 0 ーシ 体積 ( 1 : × EABN ×DLM Z ま ヘ N ー

と 求 められる 。
h Z C

B OABC を 底面 とみないい

③ ↓ 真横 から 見 る

COC
.
OD は 球の 半径 なので OC = OD=

. D

ON = DN = CN :とおくはで 平面ABNA( )
。

「 高 さ = 2

N
Z

OONDCO MND で 三年平方 の

定理 を 立 てて
Mrm

は
2

±

2

=π 1{ ( t 彡 ) ^ t = ⑪(
2

a 政 髄ε の 連立方程式を解いてはZ O N
LABIN = 学 × TaL 3 tY

Y

Y 1
iu

=

2BY
=

2 「3
MZ

LB

1 当 (彡B) = B
winn

CD がわかった ! !

D よて
、

や cO ( DM n 他 が判明 !あはPHz ボ ∞だけ (～
～

; 渦 四面体 ABCD の 体積( ) = OABN × CD
”

M
「
BMI⇐

こ

民
余弦定理 より

郎) ←( に :
主

H
E

:
*
i 3 , 2×23 9 リ

COSLCMD :
2 × × 邛

: … : 275

Sin ∠ CMD = - () …=
8 π

27

∴ DH - DM × Sn LCMD

4

: 主 × gfy -ππ
～n

やっと 高さがれかた。

四面体 ABCD の体積 ( ) = × ABCX DH

1 3 π
こ

す
X

4
×

g

4

=
9

11

る 只 MIU が 角 の = 等分線 であるのを 利用 して
主

V
π

] @

己 sin θ= =

3 B
Cosθ : t

- 3
sI : 3 r;

4

M ) 0
' v

渦 SincCMD = Sin2 θ=&sinθCoS θR 倍

H ↑ 4 :8
C

= 2* ー λ

3
径

3 V} 27

と 求めてもよい 。
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全然 ちがう 方針としてベクトルの 利mnnnw OABC = IJICAY ' (CBR -(CA-CBR

考察① ～③ は 利 用 することにする。

: Ʃ 」 x - 2 :
,

□ を 球 の 中心 をする。
A D (2) N は 平面 OAB よにあり

、

A

基底 のベクトルを

OA
'

: GE OB: B
'

cO' :
E . OABN は = 等辺三角形 なので ー。に 設定 する

。

ONN = n (
G

' 5' ) と 表 せる

には実 B C

Bla^

1 : 151 : 1 i1 = 7 ( 半経 ]
↑ 考察めから CD

'

= LCN
'

より Iε : α ( n '- ε
'

) A
「

a
"

-

^ B N

IAB” = よりABI : I AC= BC : AD = BD は d'
:

C ' TIG
'

- IE
3

a
?

0

判明 している : IT ' -
E

5' -a : l ' : l 1 a :aa ' b +15から
: . d =∝ na ' t 2 nB .

ε BC N は 育 い 直線上
、

:
.

tG
'

. 5 ' :
.

1 d = 7 より 1 an '
t

2 n 57
.
i ) . 122 乗

IAEFIBE' Lより 1A
:

1 BER考察③ から

四面体 は WCDM に 関 し I 対称 4n1
%

± 4n ~15 ¥ (
0

' ± 8
n

'a ' - 4 Ma. c - 4 nb: i- 1

I ε' ,il
=

10 . - 5p なので . a ^: E .
B

ともできる 。

4ya t 4hc t 1 t 4h th t h = 1

1

Ii2 ε 't la ' l'
:

1 i ?ab 'c ' elbys ! In
?

t 2n = 0 ∴.n - 一正
H を 特定

I- I@ "
ε

' 1 = 1 - 25ict T 1 ∞… [ 5^= - π ( G' 45り ょ
: G. ε

'

: b
' cc

B dNE1 D特定 3
a '- 35 -

i を
.

DL - ; - s' - i)

COSLCAR : 54 から OCBM において H は CM Ʃ なので

CA' .CB : LCA
'

LLCBI COSLCAB
OH: LOM
' t

( I - GI OE
"

h : L - h の内分臨

。

O
賞

! IeA1 = 1 CBl
= h ( zaな 5 'り t ( 1 . h )

(G ' i ^ ) . (b '- i ) :
1

×
- i :

M - h

G: 5
"

- qi .5 . ε t t ε o 1 : [ 1 . 2 actii' ) DH : E' -
I

(ZG
'

+ z
' 5)

CH
lo)

h

主 - 2 ca :
ε

( 9 : ⑤ ( 1 . 2 a : : t 7 ) = ( zh ; ) [G '45 ') ← ( 2 - h ) ε
1]: a, ε: B. c- 平

CM'
=

M '- ES

= 主 ( G
'

t 5リ - ε
"

!り 上 で 基底 のベクトルの 大 きさと 内積 が 全 てわかた ! ～
～～w

あとは単純な音計算 のみ DH' -CMTDHICMなんで→
→

より
まとめ

la
'

: = 151 : 1 il = 7

a' :5 ' :z aε :5 .ε
-

1 (i 'htz ) /at5 ) t 2 t / .( ila ' ts )- : ' = 0
展開 していを 求 めると

。 h =

2 n

22

{ 9 ]

( (* ) を求 めるので 2 乗する 。大 きさは乗① 面積公式 に DH : ( G ' t5 ' )+ I 代;
して

2 n

22

n 2

IeA '
l

: ti- iR CA .CB Y
代入 するための

= 1 G: 25 : c ' t 1 o:
仕込 み

IDH)
'(だが t*@ ⑪ [ 5 t 5 ). ε t ]' i 心 "

: ↑ ± 2 ×+ 1

= J
-% T . µ' T

' ' µ . T " AI'

" " " " ≥ "

と

…

…anに 4
" ベクトルを使うと

∴ 1CAY= 計算量 は 増えるか

体積( ] : ; σ ABC × DH 機械的に 7 理できる 。

仮定 から ( CB :⑤
= 式 × ⑪ ×

π
4

↑ =形
"


